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110
1. Se considera matricca A= | 0 0 1 | € M3(R).
010
a) Sa se arate ca A3 — A = A2 — 1.
b) Si se arate cd A" — A"2 = A2 — 13, (V)n € N,n > 3.
c) Sa se calculeze det(A™ + A"~2), unde n € N,n > 3.
4
2. Se considerd matricele L= (1 2 3 ) € Mi3(R), K=| 5 | € M3.1(R) si A= KL.
6
a) Sa se calculeze suma elementelor matricei A.

b) Si

se arate ca A% = 32 - A.

c) Sa se arate cd rang(A") =1, (V)n € N*.

3. Se
a) Sa
b) Sa

1
considera functia f: R* - R, f(z) = = - sin —.
x
se calculeze lim f(z).
z—0

se determine f’.

c) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f catre +oo.

4. Se
f(

a)
b)

c)

n);

x
S
Sa s
Sa

considera functia f : R = R, f(x) = x 4 cos z si sirul (z,,)nen definit prin zy = 0, 2,11 =
(V)n € N.

se determine f’ si sa se arate ca f este strict crescatoare pe R.
m
se arate ca z, € [0, 5] , (V)neN.

T
se arate ca girul (z,)nen converge la 7
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1. Se considera matricca A= | 0 0 1 | € M3(R).
010

a) Sa se arate ca A3 — A = A2 — 1.
b) Si se arate cd A" — A"2 = A2 — 13, (V)n € N,n > 3.
c) Sa se calculeze det(A™ + A"~2), unde n € N,n > 3.

Solutie si barem:

a) Avem ca

astfel ca

b) Demonstram proprietatea prin inductie dupa n € N, n > 3. Notand cu P(n) afirmatia
AT —A"? = A2 13", P(3) este adevarata conform punctului a). Daci pentruunn € N, n > 3,
P(n) este adevarata, atunci A" — A" = A . (A" — A"7%) = A(A% — 13) = A% — 13, astfel ca

P(n + 1) este adevarata. Rezulta ca P(n) este adevarata pentru oricen € Nyn > 3. ....... 3p

c) Cum det(A) = —1, iar det(A%+13) = 8, rezulta cd det(A"+A"2) = det(A"2)-det(A%+13) =

8 (L) e 3p
4

2. Se considera matricele L = ( 1 2 3 ) eEMi3(R), K= 5 | e M3,a(R)si A=KL.
6

a) Sa se calculeze suma elementelor matricei A.
b) S& se arate cd A% = 32 - A.
c) Sa se arate cd rang(A") =1, (V)n € N*.

Solutie si barem:



a) Deoarece

4-1 4-2 4.3
A=| 5152 5.3 |,
6-1 6-2 6-3
notand cu S(A) suma elementelor matricei A, este evident ca S(A) = (44+5+6)-(1+2+3) =
15 -6 = 00 oo 3p
4
b) Deoarece LK = (1 2 3)-| 5 | =(1-44+2-5+3-6) = (32) € M,1(R =R, avem
6
A2 = (KL)(KL) = K(LK)L) = K(32- L) =32+ (KL) =32 A oo\ oo 3p

c) Deoarece A # Osys, rezulta ca rang(A) > 1. Pe de alta parte, are loc inegalitatea
rang(A) = rang(KL) < min(rang(K),rang(L)) = 1, astfel ca rang(A) = 1. Tinand cont
de b), prin inductie dupa n € N,n > 1, rezultd ca A" = 32" . A, astfel cd rang(A") =
rang(A) =1, Yn € N m > Lo 3p

1
3. Se considera functia f: R* = R, f(z) = x - sin —.
x
a) Sa se calculeze lim f(z).
z—0
b) Sa se determine f’.
c¢) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f catre +oo.

Solutie gi barem:

a) Pentru orice z € R* avem ca |f(z)| =

b) Avem

f(x) =sin (1> + x - cos (l) : (—%) = sin (1) _ L cos (1) , Vz € R*.
x x x x x x

........................................................................................... 3p
c¢) Deoarece

lim f(z) = lim sin(t) =1,

T—r00 t—0 t
rezulta ca y = 1 este ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei f catre 4oco.......... 3p

4. Se considera functia f : R — R, f(x) = x + cos z si sirul (z,)nen definit prin zo = 0, 2,11 =
f(zn), (V)n € N.

a) Sa se determine f’ si sa se arate ca f este strict crescatoare pe R.
™
b) Sa se arate ca z,, € [O, 5] , (V)neN.

m
c) Sa se arate ca sirul (z,),en converge la 5

Solutie si barem:



a) Functia f fiind elementara, este continua si indefinit derivabila pe R. Avem ca

f/(r)=1-sin(z) , Yz eR.

........................................................................................... 2p
Deoarece f'(x) > 0, Vo € (2km,2(k+ 1)7),Vk € Z, f este strict crescatoare pe fiecare interval
2k, 2(k + 1)7], cu k € Z, deci f este strict crescatoare pe | [2km,2(k+ 1)m] =R......... 1p

kEZ
b) Demonstram afirmatia prin inductie dupa n € N. Pentru n = 0, g = 0 € [0, g] Daca

. m . . . ..
presupunem ca pentru un n € N are loc relatia z,, € [0, 5} , atunci folosind monotonia functiei

o= st [ro11(5)] < [13) < [13)

Rezulti ci , € [0, g} N E N. e 3p

¢) Aratam prin inductie dupa n € N ca z,,41 > x,,Vn € N. Pentru n = 0 avem z; = f(xg) =
f(0) =1 >0 = xy. Presupunand acum ca pentru un n € N are loc inegalitatea =, > z,,
din monotonia functiei f rezulta ca x,12 = f(Tni1) > f(Tn) = g1, Rezulta ca sirul (z,)nen
este strict crescator, iar conform punctului b) este marginit. Prin urmare girul este convergent,

f avem ca

™
avand limita [ = lim z, € [0, 5} . Trecand la limita in relatia de recurenta, obtinem
n— oo

I = f(l) =1+ cos(l),

astfel ca cos(l) = 0, de unde rezulta ca l = J........................ 3p



