UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA
Concursul FMI, Editia a V-a

11 mai 2019
Subiect la Matematica - clasa a XI-a

Subiectul 1 Pentru n € {1,2} calculali limitele
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Subiectul 2 Rezolvati in R ecuatia
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Subiectul 3 Fie functia f: R =R, f(z) = e®”. Stiind ca limitele
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existd si sunt numere reale strict pozitive pentru orice n € N*, calculati valorile acestor limite. (Cu iR
se noteaza derivata de ordinul n a functiei f.)

Subiectul 4 Se considera matricea

1 1 2
A=1| -2 3 6
-2 1 5

(i) Pentru m € N* calculati det(A™) gi det(A™ — I3).
(ii) Aratali ca are loc egalitatea
A3 —9A% + 234 — 1515 = Os.

(#ii) Ardtati cd pentru orice numdar natural n € N* suma tuturor elementelor matricei A" este egald cu
3-5™

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii si se noteaza cu note cuprinse intre 1 si 10.

Timp de lucru: 3 ore.
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Solutii si barem de corectare la Matematica - clasa a XI-a

Subiectul 1 Pentru n € {1,2} calculali limitele
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Barem: Start . ... (1p)
Pentru n = 2:
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Pentru n = 1:
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Subiectul 2 Rezolvati in R ecuatia
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Barem: Start . ... (1p)
2 4 16
Se calculeaza determinantul din ecuatie: | 3 9 81 | =6x(z® —192+30) ......cooiiiii.... (3p)
r 22 2t

Deoarece din expresia determinantului se observa ca acesta este nul pentru « = 2 (cat si pentru x = 3)
se factorizeazs expresia z° — 19z + 30 cu factorul x — 2:

22— 192+30 = (22 —8) =192+ 38 = (2 — 2)(2? + 22+ 4) — 19(x — 2) = (v — 2)(2? + 22 — 15) =
(T = 2)( = B) (T B oottt e (3p
Ecuatia din enunt este echivalenta cu 6z(z — 2)(z — 3)(x + 5) = 0 si are solutiile {—5,0,2,3}. .... (3p
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Subiectul 3 Fie functia f : R = R, f(z) = e . Stiind cd limitele
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ezista gi cd valorile lor sunt numere reale strict pozitive pentru orice n € N*, calculati valorile acestor
limite. (Cu f™) se noteazd derivata de ordinul n a functiei f.)



Barem: Start .......... (1p)

Notam xEToo 7@ =1, > 0; avem xkr}rloo " - f(z) = +oo s

lim  f™)(x) :( lim :v”-f(x)) ( lim f(n)(x)) = (+0) - I, = +0o0,
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prin urmare limitele din problema sunt in caz de nedeterminare — .............. ... ... ... (1p)
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Pentru n > 1 arbitrar calculam
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Rezulta, aplicand regula lui I’'Hopital, ca avem [,, = l"z“ & lpy1 =21, pentruoricen >1 ......... (2p)
: f'(x) o 2xf(x) R .
Deoarece I; = lim =1 = 2 se obtine ci l,, = 2" pentru oricen >1 ....... (3p)
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Nota. O alta varianta de solutie (care nu utilizeaza ipoteza cd limitele din enunt existd si sunt nu-
mere reale strict pozitive) se bazeaza pe faptul c& pentru orice numar natural n > 1 existd un polinom
P, de grad cel mult egal cu n — 1 astfel incat f(™(z) = f(x) - (2"2"™ + P,(2)) pentru orice z € R.
Demonstratia acestei afirmatii se face prin inductie dupa n > 1, iar finalizarea solutiei urmeaza imediat.

Subiectul 4 Se considera matricea

1 1 2
A= -2 3 6
-2 1 5

(i) Pentru m € N* calculati det(A™) gi det(A™ — I3).
(i) Aratafi ca are loc egalitatea
A% —9A% + 234 — 1513 = Os.

(#ii) Ardtati ca pentru orice numdr natural n € N* suma tuturor elementelor matricei A" este egald cu
3-57.

Barem: Start .......... . (1p)
(i) Se calculeazd det A =15 gi det(A — I3) = 0 .o ooiniiiii (2p)
Rezultd det(A™) = (det A) ™ = 15 o (1p)
det(A™ — I3) = det((A — I3)(A™ 1 + - + A+ I3)) = det(A — I3) - det(A™ L+ - + A+ 13) =0 (1p)
-5 6 18 9 -3 O
(ii) Se calculeaza A%2 = | —20 13 44 | si A2 —-9A+23[3=| —2 9 —10 |, apoi se arati prin
—-14 6 27 4 =3 )
calcul direct cd A(A? — 9A + 2313) = 1513, egalitate echivalenti cu cea din cerinta problemei .. ... (2p)
—-53 31 116
(iii) Se calculeaza A% = | —134 63 258 |; suma elementelor lui A este 15 = 3 -5, cea a lui A% este
—-80 31 143
75 =3-52, ceaalui A3 este 375 = 3- 53 .. i (1p)
Din egalitatea de la (ii) se deduce ca A"T3 = 9A"T2 — 234" +! 4 154" pentru orice n > 1; proprietatea
din problema se demonstreaza apoi prin inductie dupa n .......... o i (2p)

Nota: Orice alta varianta de rezolvare corecta se puncteaza corespunzator.



