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Concursul Facultatii de Matematica si Informatica
Proba de Matematica - Clasa a XI-a
12 aprilie 2025
Versiunea 1

m Timp de lucru: 3 ore.

m Va rugam verificati corespondenta intre versiunea de subiect de pe acest formular cu
versiunea de pe formularul de completare a raspunsurilor (partea din stanga sus).

® Va rugdm completati ID-ul numeric care v-a fost comunicat prin email inaintea con-
cursului pe formularul de completare a raspunsurilor, in partea dreapta sus, prin
umplerea cercurilor corespunzatoare pe coloane.

m Va rugam completati cu majuscule numele si prenumele, precum si prenumele tatalui.
Punctajul si semnatura se vor trece la momentul corectarii grilei.

m Pentru toate problemele un singur raspuns este corect.

m Fiecarei probleme i s-au atribuit 6 puncte. Punctajul cumulat este egal cu 90. Cu cele
10 puncte acordate din oficiu rezulta un maxim de 100 de puncte, care corespunde
notei 10.

m Marcati cat mai vizibil raspunsul pe care il considerati corect, prin umplerea
cerculetului corespunzator, cu pix de culoare inchisa (albastru sau negru).
Exemplu: @

m Este strict interzisa modificarea in orice fel a portiunii din partea de jos a grilei de
completare a raspunsurilor, marcata cu textul ”Form Identifier — DO NOT MARK”

1. [6 puncte] Fie f : R — R definita prin f(z) = z%sin(1/z) pentru = # 0 si f(0) = 0. Care
dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?
A. f este discontinud in 0

B. f este continua, dar nu este derivabila in 0
C. f este derivabila, dar f’ nu este continua in 0
D. f este de clasa C*

E. f este de doua ori derivabila in 0

F. f’ este nemarginitd intr-o vecinatate a lui 0

2. [6 puncte] Cate solutii z € R are ecuatia z = cosz?
A0

1
2
3
4

0 = U o

o infinitate



14+ 441
3. [6 puncte] Sa se calculeze lim 2 L
A0 n—00 Inn

B. 1
C. >
D. Nu exista
E. -1

F. e
4. [6 puncte] Sa se calculeze li_)rn {Vn? +4n+ 2}, unde {a} noteaza partea fractionara a
n—oo

numarului a € R.

A.

W= WIN N

= 9 a &
—

0

F. Nu exista
1

2025
01 A

5. [6 puncte] Se considera matricea A € My(Z), A = [ ] . Atunci suma elementelor lui

este
2023

2024
2025

2026

= O a w »

2027

F. 2028

i in(2 -+ 4 sin(2025
6. [6 puncte] Sa se calculeze lim sinz + sin(2) + -+ + sin( z) .

Nu exista
1008

0

= O a @

+oo

F. —
7. [6 puncte] Fie a € R. Consideram sirul definit prin

To = a, $n+1:xi—2xn+2,Vn€N.

Valorile lui a pentru care girul este convergent la 1 sunt
A. a€0,2]

B. a€0,2)

moE U Q
IS
m
AATA
3
=



8. [6 puncte] Valoarea lui r € R pentru care

1 2 n
lim n" + + -+ >
n—00 <\/n2 +1 Vn2+2 Vn2+n
exista, este finita gi nenula este:
A0

B. 2
C. -2
D. 1
E. -1

F. 3
9. [6 puncte] Intr-un reper cartezian fixat, considerim punctele A(—2,1), B(4,—1), C(2,3) si
D(0,—3). Cate dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(i) ABCD este paralelogram;
(ii) ACBD este paralelogram;
(iii) ABCD este romby;

(iv) ACBD este romb;
(v) ADBC este dreptunghi;
A0

1

= 9 a @
w

4
F. 5

10. [6 puncte] Sirul a, = sin (3F + nr) este :
A. nemarginit

monoton crescator
monoton descrescator
convergent

cu valori negative

M =Y a =

divergent

11. [6 puncte] Se considera matricea A € M, (C). Daca det A = 3, iar det(34) = 81, atunci
det(4A) este egal cu
192

48
182

2000

W =2 Y a w >

2025



1

12. [6 puncte] Daca A = [1

este

:ﬂ, iar M = {A* | k € N*}, atunci numarul de elemente ale lui M

1

4

| =2 9 a % >
w

o0

8

2
13. [6 puncte] Fie A = |m 0|. Sa se determine m € R astfel incat matricea A sa fie in-
1

T
T

m
R.

8 O

versabila pentru orice

A. me(0,1)

€

me (—1,1)
m € R*

m e

= 9 a =

m € (—1,0)
F. m=+v2

14. [6 puncte] Se considera determinantul

(a+2)? (a+1)* a?
A={b+2)?2 (b+1)2% »?,
(c+2)?2 (c+1)? &

unde a, b, c € R. Atunci
A A=2(a—-b)(b—c)(c—a)

A =4(a—b)(b—c)(c—a)
A =8(a—b)(b—c)(c—a)

A=—2(a—b)b-c)c—a)
A = —4(a—b)(b—c)(c—a)

0 =2 U a

m = —8(a —b)(b—c)(c—a)

15. [6 puncte] Se considera A, B € Mj3(C) astfel incat AB = [? 151] si BA = [C; g] Atunci

valorile numerelor a si b sunt

A.0si4
. 2413

. 4110

B
C
D. 2 7
E. 7sill
F

463
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1. [6 puncte] Fie f : R — R definita prin f(z) = x?sin(1/x) pentru z # 0 si f(0) = 0.
Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?
A. f este discontinua in 0

f este continua, dar nu este derivabila in 0
f este derivabila, dar f’ nu este continua in 0

f este de clasa C!

f este de doua ori derivabila in 0

0 o= Y QO w

f! este nemarginita intr-o vecinatate a lui 0

Solutie: f este de clasa C* pe R* fiind o compusa de functii elementare.
Cum limxﬁo%g(o) = 0, f este derivabila in 0 si f(0) = 0. De asemenea,
f'(z) = 2zsin(l/x) — cos(1/x) pentru x # 0. f’ nu este continua in 0 Intrucat
nu exista lim, ,ocos(1/x). Pe de alta parte, pentru z € (—1,1), |f'(z)] <
2|sin(1/x)| + | cos(1/x)| < 3.

2. [6 puncte] Cate solutii = € R are ecuatia z = cos x?
A0

1
2
3
4

Hom O o a W

o infinitate

Solutie: Consideram functia f : R — R definita prin f(x) = x — cosz,z € R.
Cum f'(x) = 1+sinz > 0,z € R, functia f este monoton crescatoare. Ea este




si injectiva. Intr-adevir, dacd pentru a < b, avem f (a) = f(b), functia f ar fi
constanta pe intervalul [a, b], ceea ce ar fi imposibil deoarece derivata se anuleaza
doar pe o multime discreta. De asemenea, cum f(0)f(7/2) = —7/2 < 0, iar f are
proprietatea lui Darboux, ea are o singura radacina reala.

1+L4+...41
3. [6 puncte] Sa se calculeze lim 2 .
n—00 Inn
A0
B. 1
C. o0

D. Nu exista
E. -1

F. e

Solutie: Se aplica lema lui Stolz-Césaro. Avem ca

o Qb - (edaerd) o

n—00 In(n+1)—Inn n—o0 In (1 + %) ’

Stim ca lim =1 (limita remarcabila), deci

=0 In(1 + z)

_1 n

lim — L = Jim — 1. -
n%wln(l—kﬁ) nﬁOOln(quE) n—+1

=

1-1=1.

4. [6 puncte] Sa se calculeze lim {v/n?+ 4n + 2}, unde {a} noteaza partea fractionara
n—oo

a numarului a € R.
A.

W= wno DN |

0

M = U o w
—_

Nu exista

Solutie: Avem ca
(n+1)2<n’+4n+2<(n+2)?% decin+1<Vn2+4n+2<n+2.
Obtinem [v/n2 + 4n + 2] = n + 1, si atunci
JLHQO{M} = JLI{:O\/HZ +4n+2—[Vn2+4n+2] =




24 4n+2) — 1)2
= lim vn?2+4n+2—(n+1) = lim (n+4n+2) - (n+1)7°

n—00 nooo \p2+4dn+ 2+ (n+1)
, 2n + 1 . 241 2
= lim = lim n = =1.

11 )
} . Atunci suma elementelor

5. [6 puncte] Se considera matricea A € My(Z), A = [0 ]

A2025 egte

A. 2023

lui

2024
2025
2026

2027

= H DU a o

2028

Solutie: Se demonstreaza inductiv ca

n |1 n
A _{O 1], Vn € N.

Atunci suma elementelor lui A20% este 2027.

i in(2 -+ +sin(202
6. [6 puncte] Sa se calculeze lim sine +sin(2z) + - - 4 sin(20 53:).

B. Nu exista

1008

m o= U Q
o

Solutie: Folosind |sinz| < 1,Vx € R avem ca

sinz + sin(2z) + - - - + sin(2025z) < |sin x| + | sin(2z)| + - - - + | sin(2025z)|
2025x - 2025z

< - )
2025 x
deci din criteriul majorarii rezulta ca limita cautata este 0.

2025 _ 1 aeo




7. [6 puncte] Fie a € R. Consideram girul definit prin
Ty = a, xn+1:xi—2xn—|—2,Vn€N.

Valorile lui a pentru care girul este convergent la 1 sunt
A a€]0,2]

B. a€0,2)

HoEH O O
Q
Mm
AATA
3
=

Solutie: Recurenta se rescrie sub forma
2
Tpi1 — 1= (x, — 1)~

Folosind substitutia vy, = z,, — 1, obtinem y,,; = y2,Vn € N. Atunci y, = 43",
deci z, = 1+ (g — 1)*" =1+ (a — 1)*, pentru orice n € N*.

Daca |a — 1] > 1, atunci lim z, = 400, deci sirul este divergent.
n—oo

Daca |a — 1| < 1, atunci lim z,, = 1.
n—oo

Daca |a — 1| =1, atunci z, =2 Vn > 1, deci lim z, = 2.
n—oo

Obtinem
limz,=1<a-1€(-1,1) < a€(0,2).

n—oo

8. [6 puncte] Valoarea lui r € R pentru care

1 2 n
lim n" + ot =
n—>00 (\/n2 +1 Vn2+2 n? +n)

exista, este finita si nenula este:

A0

=

2

-2

= #H D Q
—_

n

le: 3 — 1 2 .« o —_—
Solutie: Notand s, = T T e T T r avem

1 2 n 1 2 n
<

+ b < 5, < + TR L
vn?+n Vn*+n vn?+n vni+1 Vn?2+1 n?+1




n(n+1) n(n+1)
= g < ——"
2vn? 4 2n 2vn? +1

N n+1 - Sn - n+1
2vn2+2n n 2yn?+1
1 1
Cum lim —~ i li nt —, din criteriul clestelui deducem ca

—— = lim ———— =
n—00 24/n2 +2n  nooo 224+ 1 2

lim S 1
n—,oo M ’
Atunci
oo ,r>-—1
. . s
lim n's, = lim n’'22 =40 ,r<-1
n—oo n—oo n 1
57 r= _17
deci r = —1.

9. [6 puncte] Intr-un reper cartezian fixat, considerim punctele A(=2,1), B(4,-1),
C(2,3) si D(0,—3). Cate dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

(i) ABCD este paralelogram;
(ii) ACBD este paralelogram;
(iii) ABCD este romb;

(iv) ACBD este romb;

(v) ADBC este dreptunghi;
A0

1

M =® U o w
w

Solutie: Se observa ca ACBD, deci si ADBC, este un patrat. Rezulta ca
afirmatiile (ii), (iv) si (v) sunt adevarate.




10. [6 puncte] Sirul a,, = sin (3 + nr) este :
A. nemarginit

monoton crescator
monoton descrescator
convergent

cu valori negative

4= U aw

divergent

Solutie: Avem

4, = sin (%”) cos(n) + sin(nr) cos (37”) = (<1) - (~1)" = (~1)",

n—oo n— o0

deci ag, = =1 —— 1 §i agy41 = 1 —— 1. Obtinem ca sirul (a,) este divergent.

11. [6 puncte] Se considera matricea A € M,,(C). Daca det A = 3, iar det(34) = 81,
atunci det(4A) este egal cu
A. 192

B. 48

. 182

C

D. 2000
E. 4

F

. 2025

Solutie: Folosind proprietatile determinantului avem ca
81 = det(34) = 3"det A = 3" deci n = 3.

Atunci det(4A) = 4" det(A) = 4% - 3 = 192.

12. [6 puncte] Daca A = [1 _2}, iar M = {A* | k € N*}, atunci numarul de elemente

1 -1
ale lui M este

1

4

3

m =Y o WO o=




13. [6 puncte] Fie A = [m

Solutie: Avem A? = —I,, A3 = —A, A* = [,, 5si A" = A" . A* = A" pentru
orice n € N. Astfel M C {A,—1I5, A, I5}. Cum in plus +A, +I, sunt distincte
doua cate doua si incluse in M rezulta ca

M = {£A,+1,).

Atunci |[M| = 4.

T

S 8 8

0

fie inversabila pentru oric

A. me(0,1)

2
0. Sa se determine m € R astfel incat matricea A sa
1
c

R.

@

T

m e (—1,1)
m € R*

m e ()

m € (—1,0)

m =2

0 o= Y QW

Solutie: Calculand determinantul matricei A obtinem
det(A) = 2° — ma + 2m>.

Cum A = m? — 8m? = —7m?0, avem ca det(A) # 0 pentru orice z € R daca si
numai daca m € R*.

14. [6 puncte] Se considera determinantul

(a+2)? (a+1)? a?
A=[b+2)? (b+1)? v,
(c+2)* (c+1)2 ¢

unde a, b, c € R. Atunci
A A=2(a—Db)(b—c)(c—a)

B. A=4(a—0b)(b—c)(c—a)
C. A=8(a—0b)(b—c)(c—a)
D. A==-2(a—0b)(b—c)(c—a)
E. A=—4(a—0b)(b—c)(c—a)
F. m=—-8(a—-0b)(b—c)(c—a)
Solutie: Avem
(a+2)* (a+1)? a? 4a+4 2a+1 a?
(b+2)? (b+1)2 »? = 4b+4 2b+1 b =
(c+2? (c+1)? & Ct—=>Ci—=C5 |de+4 241 2|77
Co—)CQ—Og

7



2

?| = 4(b—a)(c—a)(c—b) = 4(a—b)(b—c)(c—

2

1 2a+1 a2 1 a
—201 2+1 #2| = 4|1 b
1 241 2|79 |1 .

> Q

Q

15. [6 puncte] Se considera A, B € My(C) astfel incat AB = [3 151} S BA - [(; (bj}

Atunci valorile numerelor a si b sunt
.0si4

. 2813
. 4si10
L2817

. Tsill

H oo O Q W o

4513

Solutie: Avem Tr(BA) = Tr(AB) = 14 si det(BA) = det(AB) = —2, de unde
obtinem a + b = 14 i respectiv ab — 42 = —2, adica ab = 40. Ecuatia de gradul 2
cu radacinile a gi b este

2> =14z +40 =0 (z — 4)(x — 10) = 0,
deci {a,b} = {4,10}.

Sa observam ca pentru A = [1 2] si B = [1 1] obtinem AB = {3 5] si

3 4 1 2 7 11
4 6
Ba=[i 1




