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Clasa a XII-a

1. Fie a € R oarecare, x1, Ty si 23 raddcinile polinomului f = X3 — 3X? +5X — a, si determinantul

Iy T2 X3
A= T3 T1 To
To T3 TI1

a) Determinati =, x5 §i x3 daca a = 3.
b) Aratati ca valoarea determinantului A nu depinde de a.
c) Aratati ca, pentru orice valoare a lui a € R, polinomul f are exact o radacina reala.

2. Fie a, b, c € R trei numere reale distincte doua cate doua, iar A matricea sistemului liniar de ecuatii

r + y + =z =0
ar + by + cz =0
adr + Vy + Sz = 1

a) Aratati ca det(A) = (a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a).
b) Rezolvati sistemul in cazul in care a + b+ ¢ # 0.
c) Aratati ca daca a 4+ b+ ¢ = 0, atunci sistemul este incompatibil.

3. Se considera functia: f:[1,00) — [1,00) definita prin f(z) = z(1 + Inz).
a) Studiati monotonia lui f.
b) Aratati ca f este convexa.

—1

r)Inz

c) Aratati ca f este bijectiva si calculati lim L
T—00 x

d) Calculati fef(x)dx.
1

4. Ardtati ¢ functia f : R — R, f(z) = Va2? — 22 + 1 admite primitive i calculati [ f(x)dz.
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Solutii si barem de corectare la Clasa a XII-a

1. Fie a € R oarecare, x1, To si w3 raddcinile polinomului f = X3 —3X? +5X — a, si determinantul

Ty T2 X3
A= T3 T1 T2
To T3 T1

a) Determinati x1, xo $i 3 daca a = 3.
b) Ardtati ca valoarea determinantului A nu depinde de a.
c) Ardtati ca, pentru orice valoare a lui a € R, polinomul f are exact o radacing reald.

Solutie:

1 P 1p
a) Notam cu f functia polinomiald asociati polinomului f. Deoarece suma coeficientilor lui f este
0, rezulta ca f(l) =0, astfel ca oradacina alui feste 1 ... ... ... i 1p,
iar f se descompune f = (X — 1)(X2 — 2X 4 3) ottt 1p.
Rezulta ca oy = 1, iar 93 = 1 + iv/2 se obtin rezolvand ecuatia #2 — 22 +3=0................ 1p.

b) Din relatiile lui Viéte avem ca
T+ 20+ x3=3

T1T2 F T1x3 F Tolg = D 1p.
T1T2T3 =
Calculand determinantul A avem atunci A = o3 + 23 + 25 — 321T2T3 o ovoiiiiii 1p

$iA = (1 +xo+ 23) (23 + 22 + 22 — 1179 — 1173 — Tox3) =
= (z1 + 22+ x3) (21 + 29+ 23)% — 3(T1 29 + 1173 + T273)) = 3(3%2 —3-5) = —18 nu depinde de valoarea

JUL @ € R 1p
¢) Deoarece f este o functie polinomiali, ea este continui, si cum xlimoo f(x) = —ocosi gchrgo f(x) = oo,
rezultda ca f are cel putin o radacina reald(putem considera ca x; este aceasta).................. 1p
Cum 22 + 23 + 22 = (21 + 12 + 23)? — 2(2129 + 7173 + 273) = 3> —2-5 = —1 < 0, cel putin o
radacina a lui f este complexa nereala(putem considera ca xo este aceasta)...................... 1p
Dar atunci, cum f este cu coeficienti reali, daca xo € C\ R, atunci z3 =73 € C\ R si f are exact o
radacina Teala . ... ... 1p

2. Fiea,b,c € R trei numere reale distincte doua cate doua, iar A matricea sistemului liniar de ecuatii

r + y + z =0
ax + by + cz
adr + by + Az = 1



a) Aratati ca det(A) = (a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a).
b) Rezolvati sistemul in cazul in care a + b+ ¢ # 0.
c) Aratati ca daca a + b+ ¢ =0, atunci sistemul este incompatibil.

Solutie:
1 P 1p
a) Scazand prima coloana din celelalte, avem

1 1 1 1 0 0 b—a c—ua

det(A)=|a b c|=]a b—a c—a :' s 3 3 3|=
a3 b3 B B_ad B3l b —a® ¢ —a
1 1 9 9
=(a+b+0)(a—=0)(b—c)(C—a) 3p.

b) In acest caz putem aplica regula lui Cramer, deoarece § = det(A) = (a+b+c)(a—b)(b—c)(c—a) # 0.
Atunci

0 1 1 0 1 1 1 0
0p=10 b ¢ |=c—=b, 0y=|a 0 c¢c|=a—-c, d,=]a b 0|=b—a
1 v & a1 a® b1
Obtinem
(o — Oz _ 1
T =75 = rrob—a)lc—a)’
_ Oy _ 1
y== s s e S SRR EEEREERRRS 3p.
—_— 62 JR— 1
. L= = (a+b+c)(a—c)(b—c) "
¢) In acest caz, det(A) = 0, iar
11
my=1 ' =b—a#0
este un minor principal al matricei A. Dar atunci minorul caracteristic
1 1 0
me=|a b 0|=b—a#0,
a® v o1
astfel ca sistemul este incompatibil. . ... .. . . 3p.

3. Se considerd functia: f:[1,00) — [1,00) definita prin f(z) = x(1+ Inx).
a) Studiati monotonia lui f.
b) Aratali ca f este convezxa.

c) Aratati ca f este bijectiva gi calculati lim M

T—00 T

d) Calculati fef(x)da:
1



Solutie:

v ) 1p
a) Calculeaza f'(z) =2+ 1Inz > 0, Vz € [1,00), deci f este strict crescatoare ................... 1p
b) Calculeaza f"(z) = — > 0, Vo € (1,00), deci f este convexa .............cooviiiiiiiinann.. 1p
x
c) f este strict crescatoare, rezulta f INJECtIVA ...... ...t 1p
f este functie continua gi f(1) =1, lim f(z) = oo, rezulta f surjectiva ......................... 1p
Tr—00

Notém f~!(z) = y; cand x — oo rezultd y — co. Avem:

“1(x)1 | | ! 241
i L@y f) o, Ify) o wf) g v@4ny) 3
d) Integram prin parti.
/ x? / 3e? 1
1+1 = —(1+1 | = = o
/az( +Inx)dz 2( +Inx)|] /Zda: YR 2p
1 1

. Aratati ca functia f R — R, f(z) = Va? — 2z + 1 admite primitive gi caleulati [ f(x)dx.
Solutie:

STl L 1p
r—1, rz>1 o L . .
flz)=va?-2z+1=|z—-1| = . Rezulta ca f este continua pe R, deci admite
—z+1, z<1
PIIMItIVE P R .. 2p
2
% —x+c, z>1
O primitiva F' a lui f este de forma: F(x) = { ¢, T=1 i 2p
2
—% +r+4+c3 <1
1 1
F trebuie sa fie continua in xy = 1, deci li\m1 F(z) = li/rq F(z) = F(1), de unde: —3 +o=c= 3 +c3
22
— —x+ =+ cg, x>1
1 1 2 2
si obtinem ¢; = ¢y + 5 gl cg =09 — 5" Prin urmare, F'(z) = < ¢, r=1........ 2p
2
1
—x—+x——+c:2, <1
Aplicand consecinta Teoremei lui Lagrange rezulta ca F' este derivabilain zg=1................ 2p
x? 1
Sl >1
2 T+ 5’ x
Deci [ f(x)dz =< 0, T=1 G 1p

2

& + = <1
-——+r—=,
2 2’



