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Variantele corecte sunt marcate cu culoare albastra

Problema 1. Fie (G,-) un grup cu 2022 elemente al carui element neutru este e € G. Ecuatiile
2% = e, 2337 = e au In comun exact:

(A) o solutie;

(B) 2 solutii;

(C) 3 solutii;
(D) 4 solutii.

Solutie: Evident x = e este o solutie comuna. Fie xg € G o solutie pentru cele doua ecuatii, adica
xy = e si 2337 = e. Deoarece (3,337) = 1 avem ci existd k, h € Z astfel incat 3k + 337h = 1 si astfel
xg = xS — (g3)k . (2337)h = e. Deci singura solutie comuni a celor doui ecuatii este = = e.
Raspuns corect: (A)

Problema 2. Pe multimea (0, 00) se definegte legea de compozitie:
TxYy = &, Vz,y > 0.
T+y

Expresia
E=(V2+1) % (V3+V2) %% (V2022 + v2021)

are valoarea:
V2022 —1
(A) B = —
2021
V2022 +1
(B) b=
2021

V2021 — 1
E=Y"— .
© 2022

V2021 +1
(D) E= "0

Solutie: Se arata prin inductie:

-1
1 1 1

a1 *xag kK Ay = <++-~-—|—) , Yay,...,a, >0, Vn > 2.
ay a2 (07%



Utilizand relatia de mai sus, deducem:

1 1 1 -t
b= <\/§+1+\/§+\/§+"'+\/2022+\/2021)
{(\/5—1)+(\f—\/5)+---+(\/2072—\/ﬁ)}71

-1 2022 +1
- (”2022_1) - 2021+’

V2022 +1

2021
Raspuns corect: (B)

si astfel, £ =

Problema 3. Fiind data legea de compozitie pe R

zHxy = /23 +y3, Yo,y €R,

definim girul (z,)n>0, Tn = To * Tp—1, ¥Yn > 1, cu 2y € R arbitrar fixat. Valoarea lui zy pentru care
T2022 — 2023 este: -

(A) o = \3/ 2022,

(B) o = v/20222;

(C) 2o = /2023;

(D) 2o = V20232

Solugie: Se arata prin inductie ca z, = zov/n + 1,Vn > 0 si astfel,
Tooae = 2023 & 10v/2023 = 2023 < 20 = V/20232.

Raspuns corect: (D)

Problema 4. Pe multimea [0, c0) definim legea de compozitie:
xzoy=In(e® +eY—1), Vz,y > 0.
Multimea solutiilor ecuatiei
roxo---ox =2
—

2022 ori
este:

(4) § ={0};
(B) S = {In2022};
(C) S ={0,In2021};
(D) S ={0,1n2022}.
Solutie: Se arata prin inductie ca:
goxo---ox=In(ne®* —n+1), Vn > 2.
-
n ori
In consecinta, ecuatia de rezolvat devine:
In(2022¢* — 2021) = 2z < 2022e” — 2021 = ** < e” € {1,2021} & z € {0,1n2021}.

Raspuns corect: (C)



n— oo

1
Problema 5. Valoarea limitei lim YVar 4+ (1 —z)” dx este:
0

& =

~ o~ o~ o~

B Qoo DO | =N |

1
Solutie: Notand [,, = / Yam + (1 —z)™ dz, Vn > 2 obtinem relatia:
0

1 1 1 1
2 2 3
Z:/ (l—x)dx—i—/ xdngng/ {l/(l—x)"—l—(l—a:)"dx—l—/ \"/x”—i—x”dmzzf/i, Yn > 2.
0 B 0 B

W=

n— oo

1
3
Prin trecere la limita in relatia de mai sus deducem: lim / Vaer+ (1 —z)n doe = T
0
Raspuns corect: (D)

Problema 6. Valoarea limitei lim —— dt este:

z—0 J,. 12
(A) In2021;
(B) sin 2021;
(C) In2022;
(D) sin2022.

Solutie: Utilizand integrarea prin parti obtinem pentru orice x nenul relatia:

20227 gin ¢ sinz  sin2022x 20222 (ot — 1 2022z 3y
— dt+ —,
xT xT xr

7 U= T onm t

sau echivalent:

/2022”“ sint dt sinz sin 2022z /2022”’ cost — 1 b+ Tn 2022,

2 Ty 2022z t

Trecand la limita pentru x — 0 in relatia de mai sus obtinem ca limita cautata este In 2022. Pentru

o . . sinzx . cosx—1
aceasta am folosit limitele remarcabile lim —— = 1, lim ——
z—0 X z—0 xT

cost —
pentru integrald, de unde existd ¢, € [x,2022z] astfel incat [ R

= 0 precum si teorema de medie

1 —1
. dt = 2021z - 2=

Co
Raspuns corect: (C)

1 1

Problema 7. Daca I; = / R/ — 2101 gy gi I = / /1 — 22022 dg atunci:
0 0

(A) Il = 1011_[2,

(B) I = 2022I;

(C) Iy = Iy;

(D) I = 2I.



Solutie: Observam ci functia f : [0,1] — [0,1], f(z) = **%/1 — 21011 va € [0,1], este bijectivd cu
inversa g : [0,1] — [0,1], g(z) = '"V/1 — 22022 Vz € [0,1]. Ficand schimbarea de variabila y = f(z)

urmata de integrare prin parti, obtinem:

11—/01f(x) dm—/olyg'(y) dy—/olg(y) dy = I.

Raspuns corect: (C)

2 (z+1)arctgz

Problema 8. Valoarea integralei I = /; 1 dz este:
(4)I1="m 3+2\/5;
T3 )
(B)I = Zln 3 4;2;
0
(€)1="21 3*4\/5;
0
(D) I=T1n +4 .

1 1
Solutie: Facand schimbarea de variabila ¢ = — si folosind identitatea arctg z + arctg — = g, Vz > 0,
x x

obtinem

/2 (t+ 1)(% — arctgt)

1 = dt
1 tvVit2 +1
2
1
_ z./ L oar
2 Ji Vi +1
Astfel obtinem
;T /2 t+1
4 Ji tvt2+1

oS
H\w
RE
Jr
+
wﬁ

dt
NW)
¥ (mt —In(VE2+1+ 1)) @}

w
+
%—F
Ton
e
+
N
SN

I
TN N
=
=

Raspuns corect: (A)

Problema 9. Fie I = / e120222} g4 unde {a} reprezintd partea fractionara a numdarului real a.

0
Atunci valoarea integralei I este:
1
Al = ——;
() T = —;



(D)I:e

Solutie: Facand schimbarea de variabila ¢ = 2022z, urmata de schimbarea de variabila v = t — k
obtinem:
1 2022 2021 k41 2021

= — et dt = Z/ Z/ e® dU*/ e“du=e—1.
2022 J, 2022 ~ 2022

Raspuns corect: (D)

Problema 10. Fie End(Q) grupul endomorfismelor multimii Q relativ la operatia (f + g)(¢) =
f(q) +9(q), Vq € Q, pentru orice f,g € End(Q). Atunci:

(4) (End(Q), +) = (Q, +);
(B) (End(Q), +) = (Z, +);
(C) (End(Q),+) = (C, +);
(D) (End(Q), +) = (R, +).

Solutie: Pentru f € End(Q), dacad notam f(1) = a € Q, atunci
(0.1) f(z) =azx, Vo € Q.
Aplicatia F : End(Q) — Q, F(f) = f(1), Vf € End(Q), este un izomorfism de grupuri.

Intr-adevar:

F(f+9) = +9)(1)=f1)+9(1) = F(f) + F(g), Vf, g € End(Q).

F este injectiva deoarece pentru f,¢g € End(Q) cu F(f) = F(g) avem f(1) = g(1) si astfel din relatia
(0.1) rezultd f = g.

F este surjectiva deoarece pentru fiecare ¢ € Q existd f, € End(Q), f,(z) = gz, Vz € Q astfel incat

F(fg) = fa(1) =¢
Raspuns corect: (A)

Problema 11. Care din afirmatiile de mai jos este verificatd pentru orice matrice A € M3(R) cu
proprietatea ci A% = 2I3?

(4) det(A) = 0;

(B) det(A — 13)#0
(C) det(A) =

(D) det(A — 13)_0

Solutie: Deoarece I3 = A% — I3 = (A — I3) - (A* + A3 + A% + A + I3) se obtine cé:

1 =det(A—I3)(A* + A> + A% + A+ I3) = det(A — I3) - det(A* + A® + A + A+ I3).
Rezultd ca det(A — I3) # 0.
Raspuns corect: (B)

Problema 12. Se considerd matricile A, B € M5(R) care verifica relatia 24 + 3B + 6AB = O3. Sa
se specifice care din urmatoarele egalitati sunt adevarate:



1. AB = BA;
2. 2A+ I3 = (3B + 13)71.
(A) niciuna dintre egalitati;
(B) numai prima egalitate;
(C) numai cea de-a doua egalitate;
(D) ambele egalitati.

Solutie: Se aduna matricea unitate la relatia 2A + 3B 4+ 6 AB = O3 obtinandu-se

(24 + I3)(3B + I3) = I5.

Rezultd 24 + I3 = (3B + I3)~'. Din relatia (3B + I3)(2A + I3) = I3, se obtine ci matricele A si B
comuta.
Raspuns corect: (D)

Problema 13. Pentru orice grup (G,-) cu elementul neutru e € G si pentru orice a,b € G cu
proprietatile b5 = e si ab = b*a are loc:

(A)b=e
(B) b? = ¢;
(C) b3 = e;

(D) niciuna din variantele prezentate nu este adevarata.

Solutie: Cum b%ab = b%a = a rezulti ci b*a = ab = (b?ab)b de unde, prin simplificare la stanga cu b?
se obtine ca ab? = b%a. Atunci

ab = b'a = b*(b%a) = b*(ab?) = (b*a)b? = (ab®)b? = ab* = (ab)b>.

Simplificand la stanga cu ab se obtine ci b® = e.
Raspuns corect: (C)

L Ee tgx
Problema 14. Valoarea limitei lim f

————— dx este
a0 ; tgr + ctgw

=
Rt Sl

EleicE

t
Solutie: Deoarece L sin? z, pentru orice z € [a, T a], obtinem:
tgr + ctgx 2
5—a 5—a 5—a
t 1-— 2 1
/ Ldnc: /siandx: / ﬂdmzf(E—Qa).
tgx + ctgx 2 2\2
a a a

TR . T
Valoarea limitei cautate este deci —.

Raspuns corect: (C)

Problema 15. Numarul 20222°?2( mod 11) este egal cu:



—_ — — —
oD

(A
(B
(c
(D

Solutie: Deorece 2022 = 9( mod 11) avem 20222922 = 92022( mod 11) = 4( mod 11)
Se aplicd teorema lui Fermat,conform céreia 91° = 1( mod 11)
Raspuns corect: (C)

Problema 16. Numaérul morfismelor de la grupul (Z;s, +) la grupul (Z12, +) este:

(4) 1;
(B) 2;
(C) 6;
(D) 9.
Solutie: f : (Z1g,+) — (Z1a,+) este morfism de grup dacd f(Z + ) = f(&) + f(¢) si f(0) =0,

&€ Zig & € Zio. Rezulti f(2) =a-2, a= f(1)si18-a=0( mod 12) = 2|a = a € {0,2,4,6,8,10}.
Raspuns corect: (C)

[ME]
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Problema 17. Se considera integralele I = / s—dr siJ =
cos3 x
0

urmatoarele variante este corecta :

(A)IzJ:l%g,

11
(B)I:§+§-J§1J:l%3;
(C) I+ J=0:
(D)I—J=0

Solutie: Avem:

ol

I
6

. g
1 1 3 o1 tgr = 1 —cos?d ¢
I:/ g dx = /(tg x+1) dx z/ (tgz) dy = ~9% S —/ CO; g = 92 _
cos cos T 0 cos T cos T cos® cos T
0 0

z
/ da.
CoOsT
O
e
G

zulta

=
lgx = 1 1
: de = —-
/cos3 CosacIo +/COS£L‘ 2
0 0
§

5 7
1 1
deoarece/ :/Wi(—dy):/ —dx.
cos T cos(§ —y) sin x
0 z z

In plus




o1 1 In3
RezultaI—§+§J§1J—7

Raspuns corect: (B)

n

1
Problema 18. Valoarea limitei lim — / {z}dzr (unde {a} noteaza partea fracionara a numéarului
n—oo M

0

k

Solutie: Se calculeaza integrala / {z}dx = /
k—1

k 2

1
x—(k—1)dx = %|£_1 —(k=1)-z|f_, = 2 pentru
k=1

orice k = 1,n.
Astfel,

n k
/{x}dzzz /{:z:}dz:25:§
5 k=17, k=1

Deci,

lim 1 /{m}dx = %
0

n—o0o N,

Raspuns corect: (B)

Problema 19. Fie (4,+,-) un inel unitar, iar a,b € A* care verifica relatiile: a? = b3 = 0 si
a-b="b-a. Atunci
(A) 1 — a este inversabil gi 1 — b nu este inversabil;

(B) a=b;
(C)a+b=1;
(D)1—a,1—>bgi1—a—bsunt inversabile.

Solutie: 1 —a?=(1—a)(1+a)=(1—-a)(l+a)=1=(1-a)" ' =1+a.
1-=01-b)14b+0)=(1-b)1+b+b*)=1=(1-b)"t=1+b+1b%
Se folosegte Binomul lui Newton pentru

(a+0b)* =Ca* + Cla®b + C3a?b?® + Ciab® + Cib* =0 = 1 — (a + b) - inversabil.
Raspuns corect: (D)
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Problema 20. Valoarea integrale [ ———
241

1

| —wW—9

Solu;ie Se face schimbarea de variabila t = e”.

1

1
t-Int R z?
dt= | —————do = | —————dx =
/t2+1 / e2r +1 v /1+e 2z 47

2 1.2 —2x 1
Z T~ -e
T+e 2 /0 1+e 2 x+/0 1+e‘2’"

Raspuns corect: (C)

1 —1
e

dt este:

Rezulta
0 1

0

-1
1
/mzdm
0

$2 3;‘2
/1+ m+/1+e*2zx



