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Concursul FMI - Editia a VII-a
Etapa II - 10 aprilile 2022
Solutii si barem de corectare la Subiectul de Matematica - clasa a XII-a

Subiectul 1 Fie f: R — R o functie bijectivd cu f(2022) = 0 gi legea de compozitie

rxy = f(fHx)+ f 1 (y) — 2022), Vo,y € R.

Aratati ca (R, *) este un grup comutativ.

Barem: Start . ... 1p
Se arata ca legea de compozitie este comutativa ........ ... .. 1p

Se arata ca legea de compozitie este asociativa:

(xxy)xz=f(f z)+ )+ f1z) —4044) = x % (y x 2), Vr,y,2 € R.

e € R este element neutru dacd z xe = exx = x, Vo € R. Datoritd comutativitatii, este suficient sa se
determine e € R astfel incét = x e = x, Va € R sau echivalent f(f~'(x) + f~'(e) — 2022) = z, Vo € R.
In consecintd f~!(e) = 2022 si cum £(2022) =0 se obtine e = 0. .....oooiiiiieiiiiiiaiiiiaa 2p

Se arata ca pentru fiecare x € R exista £ € R astfel incat x x & = T x = 0. Datorita comutativitatii,
este suficient sa se arate ca pentru fiecare © € R exista £ € R astfel incat x * £ = 0 sau echivalent

FUTH@) 4+ FHE) = 2022) = 0 oot e 2p
Din f(f~'(z) + f~3(x) —2022) = 0 si f~1(0) = 2022 se obtine f~1(Z) = 4044 — f~1(x) si astfel
T= F(A0AA — 7)) o 2p

Subiectul 2 Calculati urmatoarele limite:

(a)

(b)

Barem: Start . ... 1p
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(a) Notand I,, = / 1+ > dx, n > 1 gi folosind integrarea prin parti se obtine:
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.................................................................................................... 1p

1 n\ " 1 n n
Din relatiile I,, = / <1 + ) dx < / <1 + ) dr = (1 + ) Vn > 1 se obtine
0 0 n
VIpb<14+—,VYn>2 (2)
n
.................................................................................................... 1p
Din (1) si (2) se deduce dubla inegalitate:
1
1+ - 1
———— < VI, <1+ -, Vn>2
Vn?+1 n
si astfel lim /T, = lim \// 1 —i— da: = L 2p
n—oo n—oo
(b) Utilizdnd binomul lui Newton obglncm pentru n > 1:
1
= (

0
.................................................................................................... 2p
Astfel se deduce:
................................................................................................... 1p

Subiectul 3 In grupul (G,"), al carui element unitate este e € G, se considerd elementele x,y € G. Sa
se verifice urmatoarele afirmatii:

a. P =esiyt=x-y-27!, atunci y% =e

b. fie m,n € N*, astfel incit 2" =e siy" =z -y-x~ . Atunci y™ ' =e

Barem: Start ......o.. 1p
a) Se rescrie relatia y% = e <= Y5t =y . 0.5p
Se calculeaza puterile lui y*

W=z oyl =2y 2722 =222 272y =22yt a2 =23y =y L 2p
Deoarece 13 = 273 = e rezultd 4% =y gideci y%3 =e.......oo 1p
b) Se rescrie relatia Y T = e e Y 0.5p
Se calculeaza puterile lui y™

y2"” = x~y2 -x_l; y3'm = x-y3 ~x_1; e ym2 =z -y sl = g2 -y-x_2; s ym3 = g3 -y~x_3; s
T L T L 4p

Deoarece 2™ = 7" = e rezultd ™ = 4 = U T = € 1p



Subiectul 4 Se considerd functia f: R — R,

axr
— <0
x+15—\/x2+1
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flay=3¢ 2X =0 , zelo, 1)
x—cl
r>1

2 vVax2+3 ’

Sa se determine constantele a,b,c € R astfel incat functia f sa fie primitivabila pe R si pentru aceste
valori sa se calculeze mulfimea primitivelor acesteia.

Barem: Start . ... 1p

Functia f este continud pe R\ {0,1}. Se calculeaza limitele laterale in zy = 0

i — lim & /2 —

i%f(x) il}% 5 (+1++V22+1) =a,
iar
li D 1
Ilg})f(x) p

Se calculeaza limitele laterale in 7 = 1

- b<2
—1+42°—1+42-b R
lim f(z) = lim 7 1+ {6 . b=2
z 1 z 1 T — +o0 b>2
§1i1\mlf(x):§ ..................................................................................... 1p

Daca f este primitivabila atunci aceasta nu are discontinuitati de speta 1 si nici una din limitele laterale
(dacd exista) nu este infinitd. Rezultda cRa=b=2gic=12 .. ... .. ... . ... il 1.5p

Se calculeaza primitiva functiei f:

Pe intervalul (—oo, 0) avem:

2.z T 1
—dx:/x—i—l—l—\/xz—i—ldx:—- 24x++Va24+ 1)+ -In(z+vVa2+1)+C 1.5
/x—l—l—vﬁ—&—l 2 ( ) 2 ( ) P
Pe intervalul [0, 1) avem:

5_9 2 3 4 5
/%dx:/(2+x+:c2+x3+m4)dm:2-x+%+%+%+%+c ................. 1.5p
Pe intervalul [1, co) avem:

12 2+ 3 1

————dr =—-4- —— + C, (se poate face schimbarea de variabila x = =) ............ 1.5
22 -vV12+3 x (se p t) p

Daca F' : R — R este o primitiva a functie f atunci exista constantele ¢y, co,c3 € R astfel incat:

1
g~(2+x+\/x2+l)+fln(:v+ 2+1)+ec , <0
2?2z ot l‘%
2-x+?+§+z+g+62 , x€][0,1)

Fx) =

_4.7Vwi+3+03 y szl
. . . e . A . 677
Din conditia de continuitate a primitivei se obtin relatiile intre constante: ¢; = co si c3 = ¢co + 60

Notand cs = ¢ € R obtinem:



1
§~(2+x+\/x2+1)+fln(x+ 22+1)+c , <0
P — 2 a3 gt a:%
(z) = 2.1;4_?4_?4_?4_?4_@ , TE[0, 1) coevvii
=3 077
—4YEE g S e o=t

Nota: Orice alta varianta de rezolvare corecta se puncteaza corespunzitor.



