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1. [6 puncte] Fie f: R — R o functie derivabila cu f/(z) = (x +1)*(z — 1)(z +e)*(x — 7",
x € R. Cate puncte de maxim local are functia f7
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Solutie: Functia f are patru puncte critice: —e, —1, 1 gi 7. Dintre acestea, r1 = —1
sl o = —e sunt puncte “ga” (exista vecinatati ale acestora pe care derivata are semn
constant), 3 = 1 este punct de maxim local, iar x4 = 7 este punct de minim local.

2. [5 puncte] Fie f: R — R, f(z) = / e’ dt. Atunci f'(%) are valoarea:
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Solutie: Fie G : R — R o primitivi a functiei continue g : R — R, g(t) = e
Conform formulei Leibnitz-Newton, f(z) = G(cosz) — G(sinz), € R. Deci f este
intr-adevar derivabila, iar conform Teoremei de derivare a functiilor compuse avem
i f'(z) = —g(cosz)sinz — g(sinz)cosz = —e Tsing — e cosz, v € R. Se
obtine ca f/(%) = —/2e.

sin?




3. [6 puncte] Fie f : R — R o functie de doua ori derivabila pe R cu proprietatea ca
f'(x) =2x—2, x € R, f(0) = 1, iar tangenta la graficul functiei in punctul de abscisa
x = 1 este paralela cu axa Ox. Atunci legea care definegte valorile functiei f este:

2
A. f(:c):§:z:3—x2+:c+1

B. flz)=a®—2>—2+1

1
C. f(x)=§l‘3+x2+x+1

1
D. f(x):§x3—x2—x+1

1
E. f(x):§x3—2x2—|—x+1

1
F. f(z) = 51,2 — 2441

Solutie: Panta tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa z = 1 este f'(1)
si deci f’(1) = 0 (panta dreptei Ox). Cum (f)(z) = 2z —2, x € R, rezulta ca exista
o constantd a € R astfel incat f'(x) = 2% — 2z +a pentru orice x € R. Cum f/(1) =0
se obtine cd a = 1 gi deci f € [(2? — 22 + 1)dz. Existd atunci b € R astfel incat

1
f(x) =32% =2+ x+b, 2 € R. Cum f(0) =1 se obtine ci f(z) = §x3—:€2—|—x+1,
r € R.

4% —1

4. [7 puncte] Relativ la functia f : R* — R, f(x) = 5o 4
T - 47

afirmatii:

consideram urmatoarele

(i) f nu are asimptote;

(ii) f are asimptote orizontale spre —oo si +00, dar nu are asimptote verticale;
(iii) f are asimptote orizontale spre —oo §i +00 si 0 singura asimptota verticala,
(iv) f are asimptota orizontala spre +oo §i nu are asimptote verticale;

(v) f are asimptota orizontala spre 400 gi o singura asimptota verticala.

Care dintre aceste afirmatii este adevarata?
A. doar (i)

B. doar (ii)
doar (iii)
doar (iv)

doar (v)

m o= U

niciuna dintre afirmatii

1—47"
Solutie: Deoarece lim f(z) = lim = 0, rezulta ca dreapta de ecuatie y = 0
Tr—00 T—00
este asimptota orizontala spre +oc.
1—47°
Avem ca exista lim f(z) = lim = 400 §i deci graficul functiei f nu
T——00 T——00

admite asimptota orizontala spre —oo.

s 4t —=1 1 In4 . s
De asemenea exista lim f(z) = lim = si deci nu exista asimptote
z—0 z—0 €T & . 4= & 7

verticale la graficul functiei f.




5. [6 puncte] Pentru care din functiile de mai jos aria subgraficului este egala cu

"4 4k
i _ _?
) oy

(i) f1:][-6, —2] > R, f(z) =0+ z;
(i) f2:[0, 4 = Ry, f(z) =3+ z;
(iii) f5:[3, 4] = Ry, f(z) = V.
numai pentru fi
numai pentru f
numai pentru f;
numai pentru f; si fo

pentru toate functiile

m = U o w >

pentru niciuna dintre functii

4k .
Solutie: Daca pentru n € N* consideram diviziunile d} = {—6 +— k= O,n}
n

4k _
a intervalului [—6, —2], d? = {— : k=0,np a intervalului [0, 4] si sistemele de

n

4k S
puncte intermediare £ = {—6 +— k= 1,n} asociat diviziunii d}, respectiv,
" n
4k — e o ¢ 9 4 :
{2 = p k =1,n ; asociat diviziunii d2 avem ca, ||d,|| = ||d}|| = ~ 0, iar

"4 | 4k
U(fl;drlwéd%):J(fQ;diafd%):;H 3—|—;,n21.

Deoarece f; i fo sunt continue, rezulta ca

" 4 4k
gggo,;m/w — = limo (fudy &) = lim o (fard} &p) =

-2 4

2 4

= /\/9+xd:v:/\/3+xdx:§ (3+93)30
6 0

= §(7ﬁ—3¢§).

4
2
Prin calcul direct avem ca /\/de = 5(4\/4_1 — 3\/3)
3




6. [7 puncte] Fie A € My(C) astfel incat A* + 54 — 31, = 0y, unde I, = ( (1) (1) ), iar

0 0 . o . . ..
0y = ( . Care dintre urmatoarele matrice este inversa matricei A7

00

A £(47 ~2D)
1 2

B. g(A — 31,)
1 2

C. g(A +515)
1 2

D. g(A — 31,)
1 2

E. 5(A —51,)
1 2

F. =(4%+3D)

Solutie: Egalitatea A3+ 5A — 31, = 0y este echivalentd cu A(A% + 51,) = 315, ceea

1
ce aratd cd matricea A este inversabild i A7! = 3 (A2 + 512).

7. [6 puncte] Pe multimea M = {(z,y) : z,y € R} definim operatjiile:

* (u,0) = (z+u,y+v)

(x,y)
(iU,y)O(u,v):(g:,yv) ) (I7y);<u,U)GM.

Care dintre afirmatiile de mai jos sunt adevarate?

(P1) ((2.9)* (w,v)) o (.8) = ((&.5)o (2.) # ((u,0) 0 (2,1)), (V)(z,9), (w,0), (2,1) € M:
(P2) (z.1)0 ((x.y)* (w,v)) = ((.8)0 (,)) * (2, 8) o (u,)), (V)(z,9). (u,0), (2,) € M:
(P3) “o” admite element neutru.

toate afirmatiile

numai (P1)

numai (P2)

niciuna dintre afirmatii

numai (P1) si (P2)

M= YU o W e

numai (P1) si (P3)

Solutie: Avem cd ((z,y) * (u,v)) o (2,t) = (x + u,y + v) o (2,t) = (z + u, yt + vt),
iar ((z,y) o (2,1)) = ((u,v) o (2,1)) = (z,yt) * (u,vt) = (x + u, yt + vt), pentru orice
(x,y), (u,v), (2,t) € M, ceea ce arata ca afirmatia (P1) este adevarata.

Deoarece (z,t) o ((z, v)) = (z,t) o (x + u,y +v) = (z,yt + vt), iar ((z,t) o
(z,y)) * ((2, t) (u, U)) (z yt) * (z,vt) = (22, yt + vt) rezulta ca afirmatia (P2) nu
este verificata.

(L 2

Daca (a,b) € M ar fi element neutru al legii de compozitie “o”, atunci (a,b)o(z,y) =
(x,y) pentru orice (z,y) € M sau, echivalent, (a,by) = (z,y) pentru orice (z,y) €
Contradictie. Rezulta ca afirmatia (P3) nu este verificata.




8. [6 puncte] Pe multimea A = Zg (a claselor de resturi modulo 8) consideram operatiile

x*y:x+y:|—6 ) . zy€Zs
roy=ay—2x—2y+6
Cunoscand ca (A, *,0) este un inel, sa se determine multimea divizorilor lui zero din
acest inel.
Nota: Un element d € A, diferit de elementul nul 04 al inelului, se numeste divizor al
lui zero daca exista d’ € A\ {04} astfel incat dod’ = 04 sau d' od = 04.

A. {2}

Solutie: Se verifica imediat ci elementul nul al inelului este 04 = 2. Dacaz € A\{2}
este un divizor al lui zero, atunci exista y € A\{2} astfel incit zoy = 2, sau echivalent
(z —2)(y —2) = 0. Obtinem ci 2 € {0,4,6}. Se verificd imediat ci 006 =406 = 2,
ceea ce aratd ca multimea divizorilor lui zero din inelul (A, %, o) este egali cu {0, 4, 6}

9. [7 puncte] Daca A, B € M3(C) cu det(A) = 5, det(B) = —2, iar A* noteaza adjuncta

matricii A, atunci det(2B71A*) este egal cu:
A =5

)
—20
20
—100

= B DU aw

100

-1

1
Solutie: Deoarece det(B™') = (det(B)) = —5 det(A*) = (det(A))2 = 5%, avem

ca det(2B71A*) = 23 det(B™") det(A*) = 8 - (— 1) - 5% = —100.

Ot =
~J Ot
— 3
w

10. [5 puncte| Ordinul elementului o = (
Al

5
8
6
2

M = d a W

12

Solutie: Se obtine 02,03, 0% # e (e fiind permutarea identitate din S7), iar o° = e.

Deci ord(o) = 5.




11. [5 puncte| Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, consideram sistemul de
ecuatii liniare

ay+br = c
az+cxr = b
bz +cy =

Care din afirmatiile de mai jos sunt adevarate?
(P1) Sistemul este incompatibil;

(P2) Sistemul este compatibil determinat;
(P3) Sistemul este compatibil nedeterminat;
(P4)

P4) Sistemul este compatibil determinat, iar daca (xg,yo,20) este solutia sa atunci

Zo, Yo, 20 Z 17

(P5) Sistemul este compatibil determinat, iar daca (zo, %o, 20) este solutia sa atunci
0, Yo, 20 € (=1, 1);

A. Numai (P1)
Numai (P2)
Numai (P2) si (P4)

Numai (P2) si (P5)

Niciuna din afirmatii

m =m U o w

Numai (P3)

b a 0
Solutie: Matricea sistemului este A = | ¢ 0 a | sideci det(A) = —2abc # 0.
0 ¢ b
Aceasta arata ca sistemul este compatibil unic determinat (deci afirmatia (P2) este
, b’ + % — a?
adevarata). Conform formulelor lui Cramer se obtine g = ——— = cos A €

2bc
. a’ +c — b? _
(—1, 1) (deoarece m(A) € (0, 7)), yp = ———— = cos B € (—1, 1), iar 2y =

a® + b — 2
2ab

2ac

=cosC € (—1, 1). Rezulta ca afirmatia (P5) este si ea adevarata.

12. [6 puncte| Fie x1, x5 si 23 rddcinile polinomului X3 + X + 1 € C[X]. Urmatorul deter-
minant
ZL‘l(l—f-l'g—ZL‘g) x2(1+x3—:131) ZE3(1+ZL‘1 —Ig)
T+ X2 T3+ T To + X3
11 (2?2 — Tow3)  wo(x3 —x311)  x3(2k — 3179)

are valoarea:

A —1
1
0
{

—1

0 = Y Q w

Solutie: Observam, pe baza relatiilor lui Viete, ca x1 + x2 + 3 = 0. Adunam apoi
coloanele a doua gi a treia la prima coloana. Noile elemente ale primei coloane au
valorile z; + 9 + 13 = 0, 2(71 + 22 + x3) = 0, respectiv 25 + a3 + o3 — 3z w973 =
(21 + 2o + 23) (2% + 23 + 22 — 2179 — 23 — x371) = 0. Prin urmare, determinantul
este egal cu 0.




13. [6 puncte| Pentru care dintre valorile numéarului natural n specificate mai jos polinomul
(X —1)" +2X" + 2 € C[X] se divide cu polinomul X%+ 1 € C[X]?

2

3

4

8

10

m w9 Q0w e

. 2024

Solutie: Polinomul X? + 1 are rad&cinile 4 si —i. Prin urmare, conform Teoremei
lui Bézout, (i —1)"+2i"+2=0s¢i (—i—1)"4+2(—i)"+2 = 0. Daca n este multiplu
de 4 (adicd n = 4k cu k € N), atunci i" = (i*)F = 141 (i — 1)" = ((i — D)*)* = (—4)~.
Ecuatia (i — 1)" + 2" + 2 = 0 devine (—4)* + 4 = 0, care are solutia unicd k = 1.
Deducem cia n = 4. Observam, de asemenea, ci (—i — 1)* +2(—i)* + 2 = 0. Calcule
similare arata ca ecuatiile de mai sus nu sunt verificate in cazul in care n nu este un
multiplu de 4.

14. [5 puncte] Sa se determine suma coeficientilor restului mpartirii polinomului f =
X202 4 X2 +1 € C[X] la polinomul g = X192 + X3 — 2 € C[X].
A —1
B. 0
C. 1
D. 2
E. 3
F

. 2024

Solutie: Din teorema impartirii cu rest exista gi sunt unice polinoamele ¢, r € C[X]
cu proprietatile f = gq + r si grad(r) < grad(g). Observam ca suma coeficientilor
restului r se obtine prin calculul valorii acestui rest in punctul x = 1. Astfel, suma
cautata este r(1) = f(1) — g(1)¢(1) =3 —0-¢(1) = 3.

1
15. [7 puncte] Daca n € N* este fixat, valoarea integralei I,, = / {nz}***dr (unde {a}

0
reprezinta partea fractionara a numarului real a) este:

1
A I, = :
n3 — 6n? + 11n + 2018
1
B. I, =—;
2024n
1
Ay =
© © 2024
1
D. I, =
n? — 3n + 2026
1
E.I,=—""——
2023n +1
1
F. I,=———
2025m — 1

Solutie: Functia f : [0, 1] — R, f(z) = {nz} este periodica de perioada T =

S|
N
=




atunci

1 1/n 1/n
In = / {nx}2023dx = n/ {nx}2023dx = n/ (nx>2023dgj =
0 0 0

2024
2024 L

2024
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